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Proceso de Wiener

Propiedades:

1. Proceso de Markov.

2. Incrementos independientes:

La variable z sigue un proceso de Wiener

▪ Varianza aumenta linealmente con Δt 

Δz = ε Δ𝑡

▪ Los ε𝑡 no están autocorrelacionados. 

3. Los Δz en cada Δt tienen distribución normal. 

ε  N̴(0,1) 

▪ No estacionario, la varianza tenderá a infinito.

Δt ΔtΔt Δt
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▪ Los Δz son independientes. 



Proceso de Wiener

0 T

Δt Δt Δt Δt Δt Δt

Hay n intervalos de tiempo, Δt.

𝑛 =
𝑇

∆𝑡

Variación: z(s + T) – z(s) = σ𝑖=1
𝑛 𝜀𝑖 ∆𝑡

Como ε  ̴ N(0,1), entonces: z(s + T) – z(s) ̴ N(0,T)

Varianza = T = n∆𝑡

▪ Varianza aumenta linealmente con Δt Si ∆𝑡 → 0, el incremento en el proceso de 

Wiener, 𝑑𝑧, es continuo y es igual a:

𝑑𝑧 = 𝜖𝑡 𝑑𝑡
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Proceso de Wiener generalizado

Movimiento Browniano con tendencia o drift:

𝑑𝑥 = 𝑎𝑑𝑡 + 𝑏𝑑𝑧

a y b son constantes.

𝑎: Tasa de tendencia esperada de 𝑑𝑥.

𝑏𝑑𝑧: Ruido. La variabilidad es 𝑏 veces un proceso de Wiener.

Para un intervalo pequeño de tiempo, Δt, la variación de x, Δx, es: 

∆𝑥 = 𝑎∆𝑡 + 𝑏𝜀 ∆𝑡

ε  ̴N(0,1) 

∆𝑥 ~ 𝑁(𝑎∆𝑡, 𝑏2∆𝑡)

Drift
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Proceso de Wiener generalizado

∆𝑥 = 𝑎∆𝑡 + 𝑏𝜀 ∆𝑡

Proceso de Wiener, dz

𝑎∆𝑡

𝜀 ∆𝑡

Componente 

determinística

Componente 

estocástica

Movimiento Browniano con tendencia o drift:
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Proceso de Wiener generalizado

Precios de las acciones:

Los precios de las acciones no siguen una distribución

Normal, porque el precio nunca podrá ser inferior a cero.

Supuesto: Los cambios logarítmicos de los precios

de las acciones siguen una distribución Normal.

Implica modelar el logaritmo del

precio como un proceso de Wiener.

Para un intervalo de tiempo, ∆𝑡 y acción que 

no paga dividendos: 

ln(𝑆)

∆𝑺

𝑺
= 𝝁∆𝒕 + 𝝈𝜺 ∆𝒕

𝑺: Precio de la acción.

∆𝑺: Cambio en el precio de la acción.

𝝁: Rendimiento esperado de la acción o drift.

𝝈: Volatilidad de la acción.

∆𝑆

𝑆
~ 𝑁(𝝁∆𝒕, 𝝈𝟐∆𝒕)

Movimiento Browniano con tendencia o drift:
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∆𝑺 = 𝝁𝑺∆𝒕 + 𝝈𝑺𝜺 ∆𝒕



Proceso de Wiener generalizado

∆𝑆

𝑆
= 𝜇∆𝑡 + 𝜎𝜀 ∆𝑡 𝑆 = 𝜇𝑆∆𝑡 + 𝜎𝑆𝜀 ∆𝑡 𝑺: $100, 𝝁: 0,2% continua diario, 𝝈: 4% diario.

Movimiento Browniano con tendencia o drift:

50 trazas o paths 50.000 trazas o paths 50.000 trazas o paths
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Proceso de Wiener generalizado

Movimiento Browniano con tendencia o drift:

50 trazas o paths 50.000 trazas o paths 50.000 trazas o paths
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∆𝑆

𝑆
= 𝜇∆𝑡 + 𝜎𝜀 ∆𝑡 𝑆 = 𝜇𝑆∆𝑡 + 𝜎𝑆𝜀 ∆𝑡 𝑺: $100, 𝝁: - 0,2% continua diario, 𝝈: 4% diario.



Proceso de Wiener generalizado
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Lema de Itô

No se puede derivar una ecuación estocástica de tiempo continuo que depende de una o dos

variables (como la del Movimiento Browniano) utilizando la regla de la cadena, porque en cualquier

punto de la función a derivar el comportamiento puede ser creciente o decreciente.

Se debe utilizar otro método: El lema de Itô, que es la versión estocástica de la regla de la cadena.

Si una variable 𝑥 sigue un proceso de Wiener, 𝑑𝑥 = 𝑎𝑑𝑡 + 𝑏𝑑𝑧, y 𝐺 es una función de 𝑥 y 𝑡, entonces:

𝑑𝐺 =
𝜕𝐺

𝜕𝑥
𝑎 +

𝜕𝐺

𝜕𝑡
+
1

2

𝜕2𝐺

𝜕𝑥2
𝑏2 𝑑𝑡 +

𝜕𝐺

𝜕𝑥
𝑏𝑑𝑧

Drift Varianza: 
𝜕𝐺

𝜕𝑥

2
𝑏2

La función G es continua y diferenciable en cualquiera de sus puntos.
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Lema de Itô

Sustituyendo:

𝑑𝐺 =
𝜕𝐺

𝜕𝑥
𝑎 +

𝜕𝐺

𝜕𝑡
+
1

2

𝜕2𝐺

𝜕𝑥2
𝑏2 𝑑𝑡 +

𝜕𝐺

𝜕𝑥
𝑏𝑑𝑧

𝑑𝑥 = 𝑎𝑑𝑡 + 𝑏𝑑𝑧

Para modelar el comportamiento de una acción que no paga dividendos: 𝑑𝑠 = 𝜇𝑠𝑑𝑡 + 𝜎𝑠𝑑𝑡

𝑎 = 𝜇𝑠

𝑏 = 𝜎𝑠

𝑑𝐺 =
𝜕𝐺

𝜕𝑠
𝜇𝑠 +

𝜕𝐺

𝜕𝑡
+
1

2

𝜕2𝐺

𝜕𝑠2
𝜎2𝑠2 𝑑𝑡 +

𝜕𝐺

𝜕𝑠
𝜎𝑠𝑑𝑧
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Lema de Itô

Derivando parcialmente a G con respecto a 𝑠, 𝑡 y 𝑠2, tendremos:

𝜕𝐺

𝜕𝑠
=
1

𝑠
;
𝜕𝐺

𝑑𝑡
= 0;

𝜕2𝐺

𝜕𝑠2
= −

1

𝑠2

𝑑𝐺 =
1

𝑠
𝜇𝑠 +

1

2
−

1

𝑠2
𝜎2𝑠2 𝑑𝑡 +

1

𝑠
𝜎𝑠𝑑𝑧

𝑑𝐺 =
𝜕𝐺

𝜕𝑠
𝜇𝑠 +

𝜕𝐺

𝜕𝑡
+
1

2

𝜕2𝐺

𝜕𝑠2
𝜎2𝑠2 𝑑𝑡 +

𝜕𝐺

𝜕𝑠
𝜎𝑠𝑑𝑧

𝑑𝐺 = 𝜇 −
𝜎2

2
𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑧

Drift Volatilidad

Si 𝐺 = ln 𝑠(𝑡)
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Lema de Itô

𝑑ln 𝑠(𝑡) = 𝜇 −
𝜎2

2
𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑧

Como 𝐺 = ln 𝑠(𝑡)

න
𝑡=0

𝑇

𝑑ln 𝑠(𝑡) = න
𝑡=0

𝑇

𝜇 −
𝜎2

2
𝑑𝑡 + න

𝑡=0

𝑇

𝜎𝑑𝑧

𝑙𝑛 𝑠(𝑇) − 𝑙𝑛 𝑠 0 = 𝜇 −
𝜎2

2
𝑇 + 𝜎𝑑𝑧

𝑙𝑛
𝑠(𝑇)

𝑠(0)
= 𝜇 −

𝜎2

2
𝑇 + 𝜎𝑑𝑧

𝑠 𝑇 = 𝑠(0)𝑒
𝜇−

𝜎2

2 𝑇+ 𝜎𝑑𝑧
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Movimiento Browniano Geométrico

𝑠 𝑇 = 𝑠(0)𝑒
𝜇−

𝜎2

2 𝑇+ 𝜎𝑑𝑧

Para un intervalo de tiempo pequeño, ∆𝑡:

𝑆𝑡+∆𝑡 = 𝑆𝑡𝑒
𝜇−

𝜎2

2 ∆𝑡+ 𝜎𝜀 ∆𝑡

La fórmula también es conocida como Movimiento Browniano Geométrico (MBG).

Con este modelo el precio nunca será negativo.

𝑆𝑡+∆𝑡 = 𝑆𝑡𝑒
𝜇−

𝜎2

2
∆𝑡+ 𝜎∆𝑧

Como ∆z = 𝜀 ∆𝑡 porque es un proceso de Wiener, entonces: 
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Movimiento Browniano Geométrico

𝑺: $5000

𝝁: 0,14% continua diario

𝝈: 1,8% diario.

Δt = 1

n = 200

Movimiento Browniano 

Geométrico

Drift

Componente aleatorio

Precio inicial



Movimiento Browniano Geométrico

𝑺: $100, 𝝁:  0,2% continua diario, 𝝈: 4% diario, Δt = 1

50 trazas o paths

𝑆𝑡+∆𝑡 = 𝑆𝑡𝑒
𝜇−

𝜎2

2 ∆𝑡+ 𝜎𝜀 ∆𝑡

1 traza o 1 path 1 traza o 1 path
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Comportamiento de los precios reales

Índice COLCAP Índice S&P 500
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